Пример 3. 
Отсутствие оптимального управления

Пример физический скользящего режима: галсы и др., Янг, с.231.
Исследование очередной конкретной задачи оптимального управления, как будто не сильно отличающейся от предыдущих приводит к качественно новым результатам. Оказывается, что необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума вообще не имеет решения. В частности, метод последовательных приближений для его реализации не сходится ни для одного начального приближения. Причиной столь странной ситуации является принципиальное отсутствие оптимального управления.

Мы установим теорему существования оптимального управления, проверим ее работу для ряда рассмотренных ранее оптимизационных задач и убедимся в ее не пригодности для исследуемого примера.

3.1. Постановка задачи

Пусть, как и прежде, состояние системы описывается задачей Коши 
                                   
[image: image1.wmf]0

)

0

(

  

;

  

)

1

,

0

(

  

,

 

=

Î

=

х

t

u

x

&

 .                          (3.1)       
Управление  u = u(t)  выбирается из множества
U = {u |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности в данном случае имеет следующий вид:
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 3. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Ранее мы рассматривали задачи оптимального управления с тем же уравнением состояния и множеством допустимых управлений с похожими квадратичными критериями оптимальности. Однако при этом либо оба слагаемых в подынтегральном выражении минимизируемого функционалами были положительны, либо оба они были отрицательны (это соответствует задачи максимизации из примера 1). В первом случае задача имела единственное решение, а условия оптимальности были необходимыми и достаточными, во втором существовало два оптимальных управления, а принцип максимума оказывался уже не достаточным условием оптимальности. Мы вскоре убедимся в том, что наличие в функционале членов различного знака приводит к результатам, существенно отличным от предыдущих.  

3.2. Принцип максимума

В соответствии с хорошо известной методикой зададим функцию Н:

H = Hu)  =р u  – (x2 – u2)/2 . 

Тогда сопряженная система характеризуется соотношениями
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Таким образом, для оптимальности управления u необходимо, чтобы оно удовлетворяло условию максимума  
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Из условия стационарности (равенство нулю производной от функции Н по управлению) находим значение  u = р . Однако вторая производная от Н равна единице, т.е. является положительной. Таким образом, мы имеем дело с точкой минимума, а не максимума рассматриваемой функции. В этих условиях максимум данной функции может достигаться исключительно на границах множества допустимых управлений. Находим значения

H1)  =р – (x21)/2 ,  H1)  =-р – (x21)/2 .

Выбирая максимальное из этих значений, приходим к формуле
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Итак, для нахождения оптимального управления мы имеем соотношения (3.1), (3.2), (3.4), в значительной степени напоминающие рассмотренные ранее системы условий оптимальности. Для ее решения мы могли бы воспользоваться, например, описанным ранее методом последовательных приближений. Обратимся к прямому исследованию получаемой задачи.
3.3. Анализ условий оптимальности

Как видно из формулы (3.4), управление является кусочно постоянной функцией, причем ее разрывы соответствуют смене знака функции р. Предположим, например, что решение сопряженной системы положительно, т.е. в качестве начального приближения выбираем какую-либо функцию р, принимающую исключительно положительные значения на интервале (0,1). Тогда соответствующее ей управление согласно формуле (3.4) тождественно равно единице. Подставляя это значение в уравнение состояния, находим функцию х(t) = t. Очевидно, решение сопряженной системы равно
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Найденная функция принимает исключительно отрицательные значения. Тогда в соответствии с формулой (3.4) новое приближение управление будет тождественно равно -1. Решая задачу (3.1), находим значение х(t) = -t . Подставляя эту функцию в соотношения (3.2), определяем 
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Поскольку это решение сопряженной системы принимает лишь положительные значения, новое приближение управления будет тождественно равно единице. Однако с таким управлением мы уже сталкивались на позапрошлой итерации. Дальнейшее развитие итерационного процесса очевидно – ни о какой сходимости метода последовательных приближений не может быть и речи.

Если в качестве начального приближения р выбрать функцию, принимающую лишь отрицательные значения, то на текущей итерации управление примет значение -1, на следующей – 1, потом снова -1 и т.д. Таким образом, ни для одного знакопостоянного начального приближения функции р итерационный процесс не сходится (мы наблюдаем колебание алгоритма). Это обстоятельство позволяет сделать следующее заключение:

Вывод 3.1. Система (3.1), (3.2), (3.4) не может иметь решением постоянное управление.

Не исключено, впрочем, что в действительности управление имеет разрыв, а соответствующее решение сопряженной системы меняет знак. Предположим, что существует такая точка  из интервала (0,1), что при t< функция р положительна, а при t> – отрицательна. Тогда из формулы (3.4) находим управление   


[image: image8.wmf]î

í

ì

-

=

x

>

x

<

t

t

t

u

  

при

  

при

  

,

 

1

 

   

,

  

1

  

  

  

)

(

 .         

Соответствующее решение задачи (3.1) при t< равно х(t) = t . Учитывая, что  х() =  , при  t> определяем 
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Итак, состояние системы равно
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Теперь находим решение сопряженной системы (3.2) при  t>
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Эта функция согласно нашему предположению при переходе через точку  t = должна менять знак, что соответствует равенству
р()  =  (1 – ) (1 – 3)/2  =  0 .
Данное соотношение реализуется при двух значений параметра . Учитывая, что точка  = 1  располагается на границе, а не внутри заданного интервала времени, заключаем, что существует единственная точка   = 1/3 , в которой решение сопряженной системы может менять знак. Теперь можно определить решение задачи (3.2) при  t < 1/3 :


[image: image12.wmf].

  

2

/

)

9

/

1

  

(

  

  

 

)

3

/

1

(

)

(

2

3

/

1

-

=

t

t

-

=

ò

t

d

р

t

р

t


Любопытно, что найденная функция р оказывается отрицательной при  t < 1/3  и положительной при  t > 1/3 , хотя мы ожидали противоположной картины. Таким образом, мы приходим к выводу о том, что не существует функции р с желаемым набором свойств. Если же мы предположим, что решение сопряженной системы сначала отрицательно, а потом положительно, то, повторив предшествующие выкладки, мы вновь придем к противоречию.  

Вывод 3.2. Система (3.1), (3.2), (3.4) не может иметь решением управление с одной точкой разрыва.

Можно предположить наличие двух точек разрыва управления и, что эквивалентно, двукратной смены знака функции р. Однако и в этом случае, предположив, к примеру, ее положительности в первые моменты времени, мы получим затем, что она в это время отрицательна. Аналогичные результаты имеют место в случае предположении о любом конкретном числе точек разрыва управления. Итогом оказывается весьма печальный вывод:

Вывод 3.3. Система (3.1), (3.2), (3.4) вообще не имеет решения.
На первый взгляд этот результат не столь уж катастрофичен. Ранее мы стакивались с системой условий оптимальности (2.1), (2.2), (2.4), которая также не имела решения. А система (2.11), (2.12), (2.14) в точности совпадает с приведенной выше системой (3.1), (3.2), (3.4). И, тем не менее, в обоих указанных случаях мы, в конце концов, нашли оптимальное управление и полностью решили соответствующие задачи. Однако в этих случаях соответствующие системы не были эквивалентны принципу максимума, а оптимальные управления оказывались особыми. Принципиальное отличие задачи 3 от упомянутых выше состоит в том, что здесь особые управления не существуют в принципе, а формула (3.4) действительно эквивалентна условию максимума (3.3). Это объясняется тем обстоятельством, что в функцию Н входят явным образом квадрат управления, устранить который, добившись вырождения принципа максимума, заведомо невозможно. Таким образом, мы приходим к качественно новому результату:

Вывод 3.4. Принцип максимума для задачи 3 не имеет решения.
Что же произойдет, если мы формально попытаемся решить системы условий оптимальности с помощью метода последовательных приближений? Естественно, соответствующий итерационный процесс не сходится ни при одном начальном приближении. Более того, для системы условий оптимальности вообще не возможен сходящийся алгоритм приближенного решения, поскольку сходится некуда в принципе. 

Вывод 3.5. Итерационный процесс для решения условий оптимальности в задаче 3 не может сходиться ни при каких начальных приближениях.
Замечание 3.1. Самое неприятное здесь состоит в том, что на практике чаще всего мы вынуждены решать задачу формально, не зная заранее, имеет ли система условий оптимальности решение или нет. В этих условиях мы не сможем понять в случае наблюдаемой расходимости алгоритма, вызвано ли это обстоятельство принципиальным отсутствием решения или отрицательными свойствами самого алгоритма, например, неудачным выбором начального приближения. Однако ясно, что отсутствие решения, несомненно, может быть одной из причин расходимости алгоритма. 

Замечание 3.2. В последующем примере мы установим, что при отсутствии оптимального управления алгоритм решения задачи может и сходиться, но естественно не к решению задачи.  

Попытаемся понять, к каким последствиям приводит неразрешимость принципа максимума? Известно, что любое оптимальное управление обязано удовлетворять принципу максимума. Таким образом, множество решений необходимых условий оптимальности, вообще говоря, шире множества оптимальных управлений. Однако в данном случае множество решений принципа максимума пусто. Подобное стечение обстоятельство возможно исключительно в том случае, когда рассматриваемая оптимизационная задача не имеет решения. 

Вывод 3.6. Задача 3 не разрешима.

В связи с приведенными выше рассуждениями могут возникнуть определенные сомнения. Мы доказали отсутствие оптимального управления, установив неразрешимость системы необходимых условий оптимальности. Однако вывод принципа максимума начинался с предположения о существовании оптимального управления. Может создаться впечатление о том, что мы имеем дело с порочным кругом. Сначала выводится принцип максимума в предположении существования оптимального управления, а потом делается вывод об отсутствии оптимального управления в виду неразрешимости принципа максимума, который сам установлен в предположении, что решение существует. 

Тем не менее, сделанные выводы вполне оправданы. Мы можем утверждать, что, если бы оптимальное управление существовало, то оно бы удовлетворяло принципу максимума. Однако поскольку принцип максимума в действительности не имеет решение, наше первоначальное предположение о разрешимости оптимизационной задачи оказалось ложным. Таким образом, мы не сталкиваемся с порочным кругом. Однако было бы интересно доказать отсутствие оптимального управления напрямую без обращения к принципу максимума.

3.4. Неразрешимость оптимизационной задачи

Попытаемся дать прямое доказательство неразрешимости оптимизационной задачи. Учитывая определение множества допустимых управлений, установим неравенства 

х(t)2 ( 0 ,  u(t)2 ( 1 ,  t((0,1)  .

Тогда для любого допустимого управления справедливо соотношение
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Таким образом, мы оцениваем снизу значения минимизируемого функционала на множестве допустимых управлений.

Рассмотрим последовательность {uk} , определяемую следующим образом (см. рис. 11)
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Рис. 11. Минимизирующая последовательность в задаче 3.

Оценим решение хk задачи (3.1), соответствующее управлению uk (см. рис. 12). При  2j/2k ( t < (2j+1)/2k  имеем
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Аналогично при  (2j+1)/2k ( t < (2j+2)/2k  получаем 
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На основе установленных соотношений установим неравенство

0 ( хk(t) ( 1/2k ,  t((0,1) ,  k = 1,2, … . 

Пользуясь условием (3.5), будем иметь
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Переходя к пределу при  k ( ( , установим, что  Ik ( -1/2 .
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Рис. 12. Последовательность состояний.
Согласно неравенству (3.5) на любом допустимом управлении значение минимизируемого функционала не меньше, чем -1/2 . В то же время при достаточно большом номере k на управлении uk , определяемым по формуле (3.6), значение функционала сколь угодно близко к значению -1/2 . 
Вывод 3.7. Нижняя грань функционала I на множестве U равна  -1/2 .
Из условия (3.5) следует, что допустимое управление, на котором достигается нижняя грань функционала на множестве допустимых управлений, должно быть таковым, что одновременно выполняются следующие два равенства:

                                                  
[image: image20.wmf],

  

0

  

  

 

1

0

2

=

ò

dt

x

                                       (3.7)                  

                                                   
[image: image21.wmf].

  

1

  

  

 

1

0

2

=

ò

dt

u

                                       (3.8)

Из соотношений (3.7) следует, что управление и состояние системы связаны равенством 
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В случае интегрируемости управления из последнего равенства следует, что функция х непрерывна. Тогда из формулы (3.7) следует, что функция х тождественно равна нулю. Обращаясь к уравнению (3.1), заключаем, что и управление также должно быть тождественно равно нулю. Однако в этом случае оно уже никак не может удовлетворять равенству (3.8). Таким образом, из выполнения условия (3.7) непременно следует нарушение соотношения (3.8), т.е. эти равенства не могут быть справедливыми одновременно. Однако одновременное выполнение указанных соотношений является единственной возможностью достижения нижней грани функционала. В результате заключаем, что нижняя грань функционала не достижима, что и означает отсутствие оптимального управления в задаче 3.

Вывод 3.8. Нижняя грань функционала I на множестве U не достижима.
Полученный результат, казалось бы, вызывает явное недоумение. Задавая конкретное управление, мы получаем вполне определенное значение критерия оптимальности. Другому управлению соответствует другое значение минимизируемого функционала. Таким образом, одно из выбранных управлений будет лучше другого в смысле выбранного критерия. Естественно предположить, что в силу ограниченности множества допустимых управлений какое-то из управлений окажется лучше всех остальных. Как же тогда можно понимать установленную неразрешимость оптимизационной задачи?
Отсутствие оптимального управления означает, что какое бы управление не было выбрано, всегда найдется такое допустимое управление, значение функционала на котором будет еще меньше. В частности, для любого допустимого управления v найдется такой номер k, что значение функционала I на управлении uk , определенном по формуле (3.6), будет меньше, чем I(v) . Здесь наблюдается полная аналогия с задачей определения минимального числа открытого интервала (0,1). Какое бы малое положительное число мы не взяли, всегда найдется положительное число с еще меньшим значением. Несмотря на ограниченности интервала (0,1), мы так и не сможем указать наименьший из его элементов по той простой причине, что минимальное положительное число просто не существует.

Однако, у нас, казалось бы, есть в распоряжение последовательность допустимых управлений {uk} , определяемая соотношениями (3.6). Мы знаем, что она действительно является минимизирующей, т.е. с ростом номера k соответствующие значения функционала сходятся к его нижней грани на множестве допустимых управлений. Что же нам мешает считать оптимальным управлением предел указанной последовательности? Действительно, если эта последовательность сходится к некоторой функции u, то, по-видимому, можно было бы установить сходимость I(uk) ( I(u) . Однако мы уже знаем, что последовательность  {I(uk)}  сходится к нижней грани функционала. Тогда на основе установленных результатов можно было бы прийти к выводу, что число как раз и равно нижней грани минимизируемого функционала на множестве допустимых управлений. Следовательно, функция u оказывается решением той самой задачи, отсутствие решение которой мы как будто установили, причем даже двумя различными способами.

 Все возможные противоречия будут устранены, если признать, что определенная выше последовательность {uk} вообще не сходится, т.е. не имеет предела ни в каком разумном классе функций. Действительно, с ростом номера k неограниченно возрастает и число разрывов соответствующего управления. Более того, для достаточно большого номера k на любом сколь угодно малом интервале времени функция uk будет иметь сколь угодно большое число точек разрыва. 

Возникает вопрос, почему одни оптимизационные задачи оказываются разрешимыми, а другие нет? Для того, чтобы дать ответ на этот вопрос, нам предстоит выяснить, можно ли заранее (т.е. до получения условий оптимальности) установить, будет ли задача оптимального управления иметь решение?

3.5. Существование оптимального управления

Приведем один результат, касающийся разрешимости экстремальной задачи. Предположим, что необходимо найти функцию, минимизирующую некоторый функционал I на заданном множестве допустимых управлений U. Если указанный функционал ограничен снизу, то существует нижняя грань числового множества  I(U) . Это означает, что существует минимизирующая последовательность, т.е. последовательность таких элементов {uk} множества U, что имеет место сходимость I(uk) ( inf I(U) . Таким образом, при сделанных предположениях существует последовательность допустимых управлений, на которой функционалы сходятся к своей нижней грани. Однако нам пока еще не известно, будет ли сходиться сама последовательность {uk}.
Будем полагать, что U есть ограниченное подмножество некоторого нормированного пространства V. Тогда существует такая положительная константа с, что имеет место оценка  || v || ( с . В результате установим, что последовательность {uk} равномерно ограничена, т.е. справедливо неравенство  || uk || ( с  для любых значений индекса k. Если пространство V является гильбертовым, то согласно теореме Банаха – Алаоглу (обобщение теоремы Больцано – Вейерштрасса на случай бесконечномерных пространств) из  {uk}  можно выделить такую подпоследовательность (с сохранением исходного обозначения), что имеет место сходимость  uk ( u слабо в V. Это означает, что для любой функции  из V имеет место сходимость скалярных произведений  (uk,) ( (uk,) .  На данном этапе исследования мы установили, что существует слабый предел минимизирующей последовательности. Однако пока еще не ясно, принадлежит ли он множеству допустимых управлений или нет.

 Предположим, что множество U является выпуклым и замкнутым (т.е. содержащим пределы любой сходящийся в смысле нормы последовательности элементов этого множества). Из теории гильбертовых пространств известно, что любое выпуклое замкнутое подмножество гильбертова пространства оказывается слабо замкнутым, т.е. содержит пределы всех слабо сходящихся элементов указанного подмножества. Поскольку минимизирующая последовательность состоит из элементов множества U и слабо сходится, то при сделанных предположениях ее слабый предел u непременно принадлежит интересующему нас множеству U, т.е. будет допустимым управлением. Однако пока еще не известно, действительно ли на нем достигается нижняя грань минимизируемого функционала.

Предположим, что функционал I является выпуклым и непрерывным. Из теории гильбертовых пространств следует, что любой выпуклый непрерывный функционал является слабо полунепрерывным снизу. Это означает, что при uk ( u слабо в V справедливо соотношение

                                     I(u)  (  inf lim I(uk) .                              (3.9)

Последнее неравенство говорит о том, что последовательность {I(uk)} , возможно, сама и не сходится, но имеет сходящиеся подпоследовательности (о таких подпоследовательностях как раз говорит теорема Больцано – Вейерштрасса). Так вот, согласно неравенству (3.9) слабая полунепрерывность функционала предполагает, что нижняя грань пределов всех подпоследовательностей {I(uk)} не превосходит значения I(u) . В нашем случае речь идет не о какой-то произвольной слабо сходящейся последовательности, а о последовательности минимизирующей функционал на множестве U. Таким образом, {I(uk)} не просто обладает сходящимися подпоследовательностями, а сходится сама, причем не куда-нибудь, а к нижней грани функционала I на U. Тогда неравенство (3.9) принимает вид 

I(u) ( lim I(uk) = inf I(U) .

Полученное выражение говорит о том, что нижняя грань функционала I на множестве U не превосходит значения функционала на элементе u. Однако мы установили ранее, что этот элемент сам принадлежит U. Естественно, ни один элемент множества не может быть строго меньше нижней грани этого множества. Следовательно, приведенное выше соотношение может выполняться исключительно в форме равенства. Это означает, что на элементе u из U минимизируемый функционал в точности равен его нижней грани на этом множестве. Таким образом, исследуемая задача имеет решение, которым является допустимое управление u.

Полученные результаты можно сформулировать в виде теоремы:

Теорема 4. Задача минимизации ограниченного снизу выпуклого полунепрерывного снизу функционала на выпуклом замкнутом ограниченном подмножестве гильбертова пространства имеет решение.

Замечание 3.3. В принципе, управление может и не быть элементом гильбертова пространства. Утверждения теоремы 4 остаются в силу и для рефлексивных банаховых пространств общего вида, для которых также справедливы утверждения теоремы Банаха – Алаоглу. Единственное техническое отличие (не меняющее, впрочем, сути дела) – несколько более сложное описание слабой сходимости: в общем случае уже нельзя пользоваться скалярным произведением. Примером рефлексивных банаховых пространством могут служит пространства функций, интегрируемых (по Лебегу) с произвольной степенью выше единицы.

Замечание 3.4. В последующем примере мы убедимся, что существование оптимального управления, в принципе, может быть установлено и в отсутствии ограниченности множества допустимых управлений. Однако для этого понадобится некоторое дополнительное условие на минимизируемый функционал. 

Замечание 3.5. В примере 7 нам предстоит доказать существование оптимального управления без использования выпуклости множества допустимых управлений.

Замечание 3.6. Вспомним, что в доказанной ранее теореме 1 выводились условия, при которых задача не может иметь двух решений, т.е. либо решение вообще не существует, либо оно существует и единственно. Сама по себе теорема 3 говорит о существовании, но никак не о единственности решения задачи. Имея справедливость условий обеих утверждений, мы установим, как существование, так и единственности решения задачи. Таким образом, если в условиях теоремы 3 потребовать еще строгую выпуклость функционала, то мы получим не только существование, но и единственность решения.

Теперь нам предстоит попытаться доказать с помощью теоремы 3 существование решения задачи 0, которую мы в действительности уже давно решили.

3.6. Доказательство разрешимости
конкретной оптимизационной задачи 

Вернемся к рассмотрению задачи 0, анализ которой мы как будто давно уже завершили, успешно найдя ее решение. Речь шла о системе, описываемой соотношениями
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Задача оптимального управления состояла в отыскании такой функции u = u(t)  из множества
U = { u |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } ,

которая минимизирует на этом множестве функционал
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Для того, чтобы воспользоваться теоремой 3 для исследования этой задачи следует, прежде всего, учитывать, что зависимость функционала от управления здесь (как и в любой другой задаче оптимального управления) определяется не только напрямую, но и через состояние системы. Этим обстоятельство мы уже учитывали, когда применяли к той же задаче теорему единственности оптимального управления.

А вот теперь уже явное новшество… Как видно из утверждений теоремы 3, для доказательства существования оптимального управления нам следует указать функциональное пространство, к которому предстоит относить управляющие функции. В качестве такового выбираем множество функций  V = L2(0,1) , интегрируемых с квадратом (в смысле Лебега) на заданном интервале времени. Оно действительно является гильбертовом со скалярным произведением      
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и нормой, характеризуемой равенством 
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Для того, что воспользоваться теоремой 3, нам предстоит установить, будет ли множество допустимых управлений и минимизируемый функционал удовлетворять соответствующим свойствам. В свое время (в процессе доказательства единственности оптимального управления) мы уже установили выпуклость множества допустимых управлений. Покажем, что это множество является замкнутым. 

Предположим, что имеется некоторая сходящаяся последовательность {uk}  элементов множества U, т.е. имеет место сходимость 
uk ( u в V. Нам предстоит установить справедливость включению u(U.

Как известно, если последовательность элементов пространства L2(0,1) сходится в смысле нормы этого пространства, то из нее можно извлечь подпоследовательность, сходящуюся почти всюду. Следовательно, из {uk} можно выделить такую подпоследовательность (с сохранением исходного обозначения) что имеет место сходимость числовой последовательности  uk(t) ( u(t)  для любых значений t из интервала (0,1) за исключением, быть может, множества точек нулевой меры. Поскольку функция uk принадлежит множеству U, справедливо неравенство  

| uk(t) | ( 1 ,  t((0,1) .

Переходя в нем к пределу с учетом установленной сходимости, установим соотношение

| u(t) | ( 1 ,  t((0,1) ,
справедливое почти для всех значений  t((0,1) . Учитывая, что любой элемент пространства L2(0,1) , будучи измеримой функцией, вообще может быть произвольным образом изменен на множестве нулевой меры, установим включение u(U.

Вывод 3.9. Множество U замкнуто, а значит (в силу его выпуклости) и слабо замкнуто.

Итак, множество допустимых управлений обладает всеми необходимыми свойствами. Теперь обратимся к минимизируемому функционалу. Его ограниченность снизу (нулем) очевидна, а выпуклость была доказана ранее (при доказательстве единственности решения задачи). Таким образом, остается установить непрерывность функционала I.  

Предположим, что имеет место сходимость  uk ( u  в V. Пользуясь уравнением состояния, установим соотношение
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где хk и х состояния системы, соответствующие управлениям uk и u. Отсюда следует, что имеет место сходимость  хk ( х  в классе непрерывных функций, а значит, и в L2(0,1) . В результате получаем неравенства
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Из определения множества допустимых управлений следует, что любое допустимое управление v удовлетворяет оценке 
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Для соответствующего состояния системы у справедливо неравенство
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откуда следует, что ||y|| ( t2/2 . В результате получаем сходимость 
I(uk) ( I(u) . 
Вывод 3.10. Функционал I непрерывен, а значит (в силу его выпуклости) и слабо полунепрерывен снизу.

Итак, все условия теоремы 3 для рассматриваемой задачи оказываются выполненными. Таким образом, мы можем воспользоваться этой теоремой и установить существование оптимального управления без решения оптимизационной задачи. 

3.6. Завершение исследований

Мы установили, что существуют достаточно простые и, казалось бы, вполне естественные задачи оптимального управления, которые, тем не менее, не имеют решения. Мы установили некоторое общее утверждение, позволяющее установить разрешимость экстремальной задачи общего вида. С помощью этого результата было доказано существование оптимального управление для конкретной ранее исследованной оптимизационной задачи. Было бы интересно узнать, почему тем же утверждением нельзя воспользоваться для исследования задачи 3? Очевидно, множество допустимых управлений в обоих обсуждаемых примерах – одно и то же. Уравнения состояния в обоих случаях одинаковых. Таким образом, разница между рассматриваемыми задачами обусловлена исключительно видом критериев оптимальности.

Имея ограниченность множества допустимых управлений и явную связь между состоянием и управлением в системы (3.1), легко установить, что минимизируемый функционал в задаче 3 ограничен снизу. Его непрерывность устанавливается точно так же, как и в рассмотренном выше функционале из задачи 0. Однако в данном случае квадрат управления в подынтегральном выражении присутствует со знаком "минус", вследствие чего минимизируемый функционал не является выпуклым. Тем самым, условия теоремы 3 не выполняются, а отсутствие оптимального управление не вызывает удивления. 

Вывод 3.11. Неразрешимость задачи 3 обусловлена отсутствием выпуклости минимизируемого функционала.
Возникает вопрос, всегда ли отсутствие выпуклости минимизируемого функционала, соответствует неразрешимой задачи оптимального управления? Вспомним, что в примере 2 рассматривалась задача максимизации выпуклого функционала, эквивалентная минимизации вогнутого функционала. Для нее так же нарушались условия теоремы 3 (отсутствие выпуклости функционала). И в то же время соответствующая оптимизационная задача имеет (и даже не одно) решение.

Вывод 3.12. Задача оптимального управления может иметь решение и в отсутствии выпуклости минимизируемого функционала.
Еще один вопрос, связан с рассмотрением минимизирующей последовательности {uk} для задачи 3 (последовательность кусочно постоянных управлений с возрастающим числом точек разрыва). Эта последовательность, несомненно, является ограниченной. Тогда, пользуясь теоремой Банаха - Алаоглу подобно тому, как мы это делали при доказательстве теоремы 3, установим, что из нее можно извлечь слабо сходящуюся подпоследовательность в пространстве L2(0,1) . Однако ранее мы утверждали, что эта последовательность не сходится. Она, безусловно, не может сходиться в норме указанного пространства. 

Вывод 3.13. Последовательность {uk} сходится слабо и не сходится сильно в смысле пространстве L2(0,1) .
Можно показать, что слабым пределом указанной последовательности является функция тождественно равная нулю. Она, безусловно, является элементом множества допустимых управлений (вспомним, что это множество выпукло и замкнуто, а значит, слабо замкнуто, т.е. содержит свои слабые пределы). Возникает вопрос, почему слабый предел минимизирующей последовательности не является оптимальным управлением? Мы знаем, что минимизируемый функционал является непрерывным. Однако этого свойства еще не достаточно, чтобы из слабой сходимости последовательности управлений вывести сходимости последовательности функционалов. Для этого требуется слабая непрерывность (или хотя бы полунепрерывность) функционала. Отсутствие выпуклости функционала не позволила нам вывести его слабую полунепрерывность снизу из сильной непрерывности. Однако в данном случае мы можем утверждать, что минимизируемый функционал вообще не является слабо полунепрерывным снизу, поскольку в противном случае, имея слабую сходимость управлений, мы смогли бы доказать оптимальность соответствующего слабого предела.  

Вывод 3.14. Минимизируемый функционал в задаче 3 является непрерывным, но не слабо полунепрерывным снизу.
 После всего того, что мы узнали о рассматриваемом примере, может показаться странным вопрос о свойствах остаточного члена в формуле приращения функционала. Как известно, справедлива формула 
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Здесь значение (1 , отражающее выражения в критерии оптимальности, зависящие от состояния системы в конечный момент времени, как и в предшествующих примерах равно нулю. Обращается в нуль и величина (3 , поскольку как в уравнении состояния, так и в функционале нет слагаемых, зависящих от управления и состояния одновременно. Наконец, (2 определяется по формуле 

(2  =  [-(х+(x)2 + x2 + 2x(x]/2  =  -(x2/2 .  

В результате остаточный член в формуле приращения минимизируемого функционала оказывается неотрицательным, что, как будто, заставляет нас сделать вывод о том, что принцип максимума для задачи 3 оказывается необходимым и достаточным условием оптимальности.

Возникает вопрос, как можно вообще говорить о достаточности (или необходимости) условий оптимальности, если рассматриваемая задача вообще не имеет решения? Однако вспомним, что необходимость условий оптимальности свидетельствует о том, что множество их решений, вообще говоря, шире множества оптимальных управлений (оптимальное управление наверняка удовлетворяет условию оптимальности). Достаточность условий оптимальности свидетельствует о том, что множество их решений, вообще говоря, уже множества оптимальных управлений (любое решение условий оптимальности оптимально). Если же условия оптимальности оказывается необходимым и достаточным одновременно, то оба указанных множества совпадают. В данном случае оба этих множества пусты, а значит, совпадают. Следовательно, тот результат, который мы получили при анализе остаточного члена в формуле приращения функционала, на самом деле соответствует действительности. 

Вывод 3.15. Принцип максимума в задаче 3 является необходимым и достаточным условием оптимальности.
На первый взгляд, неразрешимая оптимизационная задача совершенно бессмысленна. Действительно, к чему решать задачу, которая в действительности вообще не имеет решения? Вспомним, однако, что нижняя грань функционала на множестве допустимых управлений все-таки существует. А раз так, то почему бы не задаться целью поиска такого допустимого управления, значение функционала на котором будет сколь угодно близко к его нижней грани? Эта задача математически корректна, причем примером такого приближенного решения может служить элемент определенной ранее последовательности {xk} с достаточно большим номером k. Действительно, любая постановка задачи лишь в некоторой степени отражает природу исследуемого явления. Как уравнения, так и (тем более) оптимизационные задачи мы умеем решать лишь приближенно. В этих условиях поиск приближенного в указанном смысле решения задачи может быть оправдан как с теоретической, так и с практической точки зрения. 
Вывод 3.16. Для неразрешимых оптимизационных задач имеет смысл понятие приближенного решения, т.е. управления, значение функционала на котором будет достаточно близко к его нижней грани.
Замечание 3.7. Существует проблема расширения задач оптимального управления, в рамках которой и рассматриваются задачи оптимального управления, не имеющие решения.

Систему условий оптимальности можно записать в виде задачи относительно единственной неизвестной функции. Если в качестве таковой выступает решение сопряженной системы, то мы получим краевую задачу
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где через F(p) обозначена правая часть равенства (3.4). В силу эквивалентности задачи (3.10) исследуемой системе условий оптимальности приходим к следующему заключению.
Вывод 3.17. Краевая задача (3.10) не имеет решения.

Рассмотрим теперь нелинейное уравнение теплопроводности
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с граничными условиями
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и некоторыми начальными условиями, где функция F имеет тот же вид, что и в соотношении (3.10). Очевидно, положение равновесия для системы (3.11), (3.12) является решением краевой задачи 

[image: image35.wmf],

 

0

)

(

  

,

 

0

 

)

0

(

 

;

  

1

0

  

,

 

)

(

 

 

2

2

=

x

=

x

<

x

<

=

x

v

d

dv

v

F

d

v

d


которая с точностью до обозначений совпадает с задачей (3.10).

Вывод 3.18. Система (3.11), (3.12) не имеет положений равновесия.

3.7. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. В процессе практического решения задач оптимального управления возможна ситуация, когда итерационный процесс расходится для любого начального приближения, что может объясняться отсутствием решения условий оптимальности.

2. Отсутствие решения условий оптимальности может быть вызвано неразрешимостью оптимизационной задачи.

3. Наличие или отсутствие оптимального управления, в принципе, могут быть установлены заранее, до начала непосредственного решения оптимизационной задачи.

4. Причиной неразрешимости задачи может оказаться отсутствие выпуклости минимизируемого функционала.

5. Задача оптимального управления может оказаться разрешимой и при отсутствии выпуклости функционала.

6. В условиях неразрешимости оптимизационной задачи необходимые условия оптимальности могут оказаться необходимыми и достаточными, что означает пустоту множества оптимальных управлений и множества решений условий оптимальности.

7. В отсутствии оптимального управления можно поставить задачу о нахождении такого допустимого управления, значение функционала на котором сколь угодно близко к его нижней грани.
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